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Система заданий для изучения сложных тем по математике. Учебно-

методическое пособие к программе дополнительного профессионального 

образования (повышение квалификации) «Совершенствование 

профессиональных компетенций учителя математики в целях повышения 

качества предметных результатов обучающихся» (32 ч). – Липецк: ИРО, 2018. – 

50 с.  

 

 

Учебно-методическое пособие предназначено для слушателей в ходе 

освоения программы повышения квалификации и содержит дидактические 

материалы и систему заданий для организации групповой работы по решению 

сложных математических задач. В пособие включены типовые задания, которые 

вызывают трудности у обучающихся в ходе ОГЭ и ЕГЭ.  
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НАХОЖДЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ 
 

 

1. Найдите значение выражения .  

 

2. Найдите значение выражения 
 

2

2 7

14
.  

 

3. Найдите значение выражения )713)(713(  .  

 

4. Найдите значение выражения .  

 

5. Найдите значение выражения . 

 

6. Найдите значение выражения .  

 

7. Найдите значение выражения .  

 

8. Найдите значение выражения .  

 

9. Найдите значение выражения .  

 

10. Найдите значение выражения 
28

3
:

7

5
1

7

6
3














 . 

 

11. Найдите значение выражения .  

 

12. Найдите значение выражения .  

 

13. Найдите значение выражения .  

 

14. Найдите значение выражения .  

 

15. Найдите значение выражения . 
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16. Найдите значение выражения .  

 

17. Найдите значение выражения .  

 

18. Найдите значение выражения .  

 

19. Найдите значение выражения .  

 

20. Найдите значение выражения . 

 

21. Найдите значение выражения .  

 

22. Найдите значение выражения .  

 

23. Найдите значение выражения .  

 

24. Найдите значение выражения .  

 

25. Найдите значение выражения . 

 

26. Найдите значение выражения .  

 

27. Найдите значение выражения .  

 

28. Найдите значение выражения 49log 2

7
.  

 

29. Найдите значение выражения 
37log

37log

3

3 .  

 

30. Найдите значение выражения 
47log

47log

3,0

25
3,0 . 

 

31. Найдите значение выражения    12log112log1
62

 .  

 

32. Найдите значение выражения 3
7 7log6 .  
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33. Найдите значение выражения 13log 6 13
.  

 

34. Найдите значение выражения .  
 

35. Найдите значение выражения  при x = 80.  
 

36 Найдите значение выражения .  
 

37. Найдите значение выражения 8,25
8

3
2

4

3








 .  

 

38. Найдите значение выражения  
0

75

x

xx 

 при x =4. 

 

39. Найдите значение выражения 
6

189

7

77 
.  

 

40. Найдите значение выражения 
5

55

5

1610 
.  

 

41. Найдите значение выражения 

2

12

4

1

3

1

2

22


















.  

 

42. Найдите значение выражения 
9

153

2

5

3

10

)52( 
.  

 

43. Найдите значение выражения . 
 

44. Найдите значение выражения .  
 

45. Найдите значение выражения .  
 

46. Найдите значение выражения .  
 

47. Найдите значение выражения .  
 

48. Найдите значение выражения . 
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49. Найдите значение выражения: .  
 
50. Найдите значение выражения )(log 3aba , если 7/1log ba .  

 

51. Найдите 
3

log
b

a
a , если 5log ba .  

 
52. Найдите )(log 32baa , если 2log ba .  

 

53. Вычислите значение выражения:   2log3log 323 . 

 

54. Найдите значение выражения 

 

3 2 2

3
2

b

b



 при b = 6.  

 

55. Найдите значение выражения 
13

33

42

76



.  

 

56. Найдите значение выражения   при b = 5.  
 

57. Найдите значение выражения .  
 

58. Найдите значение выражения . 
 

59. Найдите значение выражения . 
 

60. Найдите значение выражения  при a = 1,25.  
 

61. Найдите значение выражения .  
 

62. Найдите значение выражения .  
 

63. Найдите значение выражения .  

64. Найдите значение выражения . 

65. Найдите значение выражения  при a = 11.  
 

66. Найдите значение выражения  при b = 7.  
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67. Найдите значение выражения 
)11(

)9(





xg

xg
, если xxg 8)(  .  

 
68. Найдите значение выражения  при x = 1/14.  
 

69. Найдите значение выражения 
4,8

4,7

a

a
 при  a = 0,4. 

 

70. Найдите значение выражения .  
 

71. Найдите значение выражения  при b  = 128.  
 
72. Найдите значение выражения  при  x = 5.  
 

73. Найдите значение выражения  при x = 75.  
 

74. Найдите значение выражения . 
 

75. Найдите значение выражения 
70

1
:5,2

7

4
2 








 .  

 
76. Найдите значение выражения (4322-5682):1000.  
 

77. Найдите значение выражения 
9

4
:

9

4
4 .  

 

78. Найдите значение выражения 
457,03,12

7,4523,1




.  

 
79. Найдите значение выражения b5: b9: b-6 при b = 0,01. 
 

80. Найдите значение выражения 














56

1

56

1
)2536( 2

aa
aa  при a = 36,7.  

 

81. Найдите значение выражения   13
73

1

73

1
499 2 













 b

bb
b  при b = 345.  

 

82. Найдите значение выражения 
6

5
52,1

7

4
2 








 .  

83. Найдите значение выражения 43
557




x
x

x

x

x
 при  x = 3. 

 

84. Найдите значение выражения 
17271173 5:55   . 
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СИСТЕМА ЗАДАНИЙ ДЛЯ ПРОВЕДЕНИЯ УСТНЫХ РАСЧЕТОВ 

 

1. Решите уравнение: |x – 2017| + |2017 – x| = |x – 2016| – |2016 – x|. 

2. Решите уравнение: 
x

x

x

x

x

x









 

1

1

2

2
3 . 

3. Решите уравнение: xxx
x

xx  201672015
2015

cos72015 23 
. 

4.  Решите уравнение: 201722018220172018  xxxx . 

5. Решите неравенство:
27201752018 xxxx  .  

6. Решите неравенство: 1215 44  xx . 

7. Определите, при каких значениях параметра a уравнение  

4034224...201420162018 24201420162018  axxxxx  

имеет нечетное число корней. 

8. Определите, при каких значениях параметра a уравнение  

)20123(
1

)52(
1

2018

20182017

2017


















 a

x
xax

x
 

имеет нечетное число корней. 

9. Решите неравенство: 
2

1

1
1 




x

x
. 

10. Найти все значения параметра а , при каждом из которых множество 

решений неравенства 
ах

а


 > 0 содержит точку х = 1. 

11. Найдите наименьшее натуральное решение неравенства  

||52
2

sin4|)cos(|3 xx
x

x 


 . 

12. Решите уравнение:  
7 7

2cos
8 8

x
  

  
 

. 

13. Решите уравнение:  05cos3)3(sin4 4  xx . 

14. Решите уравнение:  xxx 403520182017  . 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ НА СОСТАВЛЕНИЕ  

УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ 

 

В решении задач на составление уравнений (систем уравнений) обычно 

можно выделить три этапа: 

1) выбор неизвестного и составление уравнения (или системы уравнений); 

2) решение полученного уравнения (или системы уравнений); 

3) проверка решений по условию задачи. 

Критерии оценивания задания 22 ОГЭ. 

 

  
Рассмотрим отдельные типы задач и их решение с помощью уравнений или 

систем уравнений. Обратим внимание на виды краткой записи условий задач. 

 

1. Задачи на числовые зависимости 

При решении задач на числовые зависимости могут оказаться полезными 

следующие сведения: 

 если к натуральному числу х приписать справа n-значное число y, то в 

результате получится число 10n ∙ x + y; 

 если натуральное число A имеет n знаков, то 

A= an – 1 ∙ 10n – 1+…+a1 ∙ 10 + a0, где a0, a1, a2 …, an – 1 соответственно количество 

единиц, десятков, сотен, ... в числе A; 

 если при делении натурального числа A на натуральное число B в 

частном получается g, а в остатке r (r < B ), то A = Bg + r. 

Задача 1. Если двузначное число разделить на произведение его цифр, то 

в частном получится 3, а в остатке 8. Если число, составленное из тех же цифр, 

но записанных в обратном порядке, разделить на произведение цифр, то в 

частном получится 2, а в остатке 5. Найти это число. 

Решение. Пусть в искомом числе:  x – цифра десятков, x N, 

1 9 x ; 

       y – цифра единиц, y N, 1 9 y . 

Тогда 10x + y – искомое число; 

  10y + x – число, составленное из тех же цифр, но записанных в 

обратном порядке. 
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Используя третье, из выше указанных сведений, составим систему 

уравнений. 

 


































2/1

17/15

3

5

5210

8310

y

x

y

x

xyxy

xyyx   

 Вторая пара корней не удовлетворяет условию задачи. 

 Ответ: 53. 

2. Задачи на движение 

Задача 2. Катер прошел против течения реки 8 км, повернул обратно и 

прошел по течению 36 км. Весь рейс длился 2 ч. Потом катер прошел против 

течения 6 км и по течению 33 км, затратив на этот второй рейс 1 ч 45 мин. 

Найдите скорость катера в стоячей воде.  

Решение.  Краткую запись условия задач на движение часто удобно 

выполнять в виде таблицы, в столбцах которой указываются путь, скорость и 

время для каждого этапа движения. 

 

Этап движения Путь (км) Скорость (км/ч) Время (ч) 

1. а) 

 

 б) 

8 

 

36 

x – y 

 

x + y 

2
36

8














yx

yx  

 

2. а) 

 

 б) 

6 

 

33 

x – y 

 

x + y 
4

7

33

6














yx

yx  

Где   x км/ч – скорость катера в стоячей воде, 

   y км/ч – скорость течения (x > 0, y > 0, x > y), 1 ч 45 мин = 7/4 

ч. 

На основе таблицы составим систему уравнений. 

 






















.
4

7336

,2
368

yxyx

yxyx   

Решим систему выполняя замену переменных. 

Ответ:  20 км/ч. 

 

3. Задачи на совместную работу 

В задачах на совместную работу часто объем всей работы, которая должна 

быть выполнена, принимается за единицу. Если t – время, требующееся для 

выполнения всей работы, а V – производительность труда, т.е. величина работы, 

выполняемая за единицу времени, то V = 1/t . 

Задача 3. Двое рабочих выполнили вместе некоторую работу за 12 ч. 

Если бы сначала первый рабочий сделал половину этой работы, а затем другой 
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остальную часть, то вся работа была бы выполнена за 25 ч. За какое время мог 

бы выполнить эту работу каждый рабочий в отдельности? 

Решение. Примем объем всей работы за единицу. 

Пусть x ч, y ч – время необходимое на выполнение всей работы 

соответственно 1-му и 2 -му рабочим в отдельности (12 < x < 50, 12 < y < 50). 

Тогда 
yx

1
,

1  – производительность (часть всей работы, выполняемая за 1 ч) 

соответственно 1-го и 2-го рабочих; 

yx

12
,

12  – часть всей работы, выполняемая соответственно 1-м и  

2-м рабочими за 12 ч; 
x

2
 ч, 

y

2
 ч – время, необходимое на выполнение половины всей работы 

соответственно1-му и 2-му рабочим в отдельности. 

Условие задачи можно записать и в виде таблицы, аналогичной таблице из 

задачи 2, заменив путь, скорость и время движения на соответственно объем, 

производительность и время работы. 

Пусть x ч, y ч – время необходимое на выполнение всей работы 

соответственно 1-му и 2 -му рабочим в отдельности (12 < x < 50, 12 < y < 50). 

 

Вид работы Объем работы Время (ч) Производительность 

1. а) 

 

 б) 

1 

 

1 

x 

 

y 

x

1  

y

1  

2. а) 

 

 б) 

12

1
12

x

y







 
12 

 

12 

x

1
 

y

1
 

3. а) 

 

 б) 

1/2 

 

1/2 

x

y
2

2

25









 
1/x 

 

1/y 

 

 

На основе выполненных рассуждений составим систему уравнений. 














25
22

1
1212

yx

yx  

Ответ: 20 ч,  30 ч. 

Задача 4. (ЕГЭ-2008) Двое рабочих, работая вместе, могут за 1 ч 

установить 10 м забора. Первый рабочий, работая отдельно, устанавливает 60 м 

забора на 5 ч дольше, чем 60 м такого же забора может установить второй 

рабочий. За сколько часов второй рабочий может установить 90 м забора? 

Ответ: 15 ч. 
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4. Задачи на проценты, доли и смеси 

 

 Определение . Процентом называется сотая доля числа. 

 

Задача 5. Имелось два сплава меди с разным процентным содержанием 

меди в каждом. Затем их сплавили вместе, после чего содержание меди 

составило 36%. Число, выражающее в процентах содержание меди в первом 

сплаве, на 40 меньше числа, выражающего в процентах содержание меди во 

втором сплаве. Определить процентное содержание меди в каждом сплаве, если 

в первом сплаве меди было 6 кг, а во втором – 12 кг. 

Решение. Краткую запись условия выполним в виде таблицы. 

 

Состав Первоначальные сплавы  Сплав,  

полученный из 

первоначальных 
I II 

кг % кг % кг % 

Всего x 100 y 100 x+y 100 

Медь 6 z 12 z+40 18 36 

Где  x > 6, y > 12, 0 < z < 60. 

Составим для каждого из сплавов пропорции и получим систему уравнений. 

 






















.
36

100

18

,
40

100

12

,
100

6

yx
z

y
z

x

  

 Ответ: 20%,  60%. 

Замечание 1. Если первоначальная сумма вклада x руб., а процент 

годовых p %, то сумма вклада через один год составит x
p




100

100
 руб. 

Замечание 2. Если первоначальная сумма вклада x руб., а процент 

годовых p %, то сумма вклада через n лет составит x
p

n








 

100

100
 руб. 

Задача 6. Спустя два года после того, как некоторая сумма внесена в 

банк, вклад за счет процентов увеличился на 2200 руб. Если бы первоначальная 

сумма была на 1000 руб. больше, то итоговая прибыль равнялась бы 2640 руб. 

Чему равен процент годовых, если он за два года не менялся? 

Решение. Рассмотрим изменение вклада за первый год. 

 

 Сумма (руб.) % 

Первоначально x 100 

Через 1 год z 100+y 
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Составим пропорцию  
100

100

x

z y



;  

100

100

y
z x


  . 

Замечание 1. Если первоначальная сумма вклада x руб., а процент 

годовых y %, то величина вклада через один год составит 
100

100

y
x


 руб. 

Аналогично за второй год. 

 

 Сумма (руб.) % 

Через 1 год  100

100

y
x


  100 

Через 2 год 2
100

100

y
x

 
 
 

 
100+y 

 

Замечание 2. Если первоначальная сумма вклада x руб., а процент 

годовых y %, то величина вклада через n лет составит 
100

100

n
y

x
 

 
 

руб. 

Составим систему уравнений 
2

2

100
2200;

100

100
( 1000) 1000 2640.

100

y
x x

y
x x

  
    

  


 
     

 

 Ответ: 5 000 руб. 

 

Задача 7. В корзине лежало не более 70 грибов. После сортировки 

оказалось, что 52 % из них белые. Если отложить 3 самых малых, то среди 

оставшихся будет ровно половина белых. Сколько грибов было в корзине? 

Решение. I. Первоначально. 

 

 Количество % 

Всего x 100 % 

Белые 0,52x 52 % 

Остальные   

II. После того как отложили 3 самых малых (из них a белых, a = 1, 2, 3). 

 Количество % 

Всего x-3 100 % 

Белые 0,5(x-3) 50 % 

Остальные   

На основе того, что количество белых уменьшилось на a грибов, составим 

уравнение. 

0,52x-a = 0,5x-1,5; 

x = 50a-75. 

По условию 0< x ≤75, следовательно 

0 < 50a-75 ≤ 70; 

1,25 < a ≤ 2,9. 
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Так как a число натуральное, то a = 2 и x = 25. 

Ответ: 25. 

Задача 8. В сосуд А налито некоторое количество кислоты, а в сосуд В 

такое же количество воды. Двумя кружками, емкостью 0,5 л каждая, 

одновременно набирают из сосудов содержимое и переливают из сосуда А в 

сосуд В, а из сосуда B в сосуд А. Затем эту операцию повторяют. Определить 

первоначальное количество жидкости в каждом из сосудов, если известно, что 

концентрация раствора кислоты в сосуде А после двух переливаний равна 90,5 

%. Ответ: 10 л или 10/9 л.   

Решение. I. После первого переливания. 

 

 Сосуд А Сосуд В 

Всего V V 

Кислота V-0,5 0,5 

Вода 0,5 V-0,5 

 

II. После второго переливания. 

 

Состав 
Сосуд А Сосуд В 

Объем (л.) % Объем (л.) % 

Всего V 100% V 100% 

Кислота 
V-0,5 – 0,5∙(V-0,5)/V + 

0,5∙0,5/V 
90,5 

  

Вода     

 

 

 

Составим пропорцию. 

;
100

5,90
:

5,02




V
V

VV
 

19V2-200V+100=0; 

V1=10;  V2=10/19. 

Ответ: 10 л или 10/19 л.   

Задача 9. На выпускных экзаменах по математике, физике и русскому 

языку все учащиеся получили только хорошие и отличные оценки, при этом, 

оценку 4 каждый получил не более одного раза. По русскому языку и математике 

оценку 5 получили 55 % учащихся, по математике и физике – 45 %, по русскому 

языку и физике – 30 %. Получившие 5 по всем предметам собираются поступать 

в МГУ, получившие 4 по русскому языку – в технические вузы, остальные в 

гуманитарные. Известно, что 20 % всех девушек и 11% всех юношей собираются 

поступать в МГУ, 33 % девушек собираются поступать в технические вузы. 

Сколько процентов юношей будет поступать в гуманитарные вузы? 

Решение. Пусть x – общее количество учащихся, тогда 

по русскому языку и математике оценку 5 получили: 0,55x, 

Вылито кислоты из сосуда А Налито кислоты из сосуда В 
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по математике и физике:    0,45x, 

 по русскому языку и физике:  0,3x. 

Сумма указанных значений составит: 0,55x + 0,45x + 0,3x = 1,3x. 

Сумма получилась больше x из-за того, что отличники попали во все три 

списка, а не в один. 

Следовательно отличников: 
1,3

0,15
2

x x
x


  (каждый отличник был два 

лишних раза в списке). 

В МГУ собираются поступать 0,15x учащихся. 

Т.о. число учащихся получивших четверки по предметам составит: 

по физике: 0,4x, 

по русскому языку: 0,3x, 

по математике: 0,15x. 

0,3x собираются поступать в технические вузы, x – 0,15x – 0,3x = 0,55x – в 

гуманитарные. 

Пусть y, z – общее число девушек и юношей соответственно; t – доля 

юношей поступающих в технические вузы. 

Тогда 

0,2 0,11 0,15 ,

,

0,33 0,3 .

y z x

y z x

y tz x

 


 
  

 

4
,

9

5
,

9

0,276.

y x

z x

t














 

Т.о. 27,6 % юношей поступают в технические вузы. 

(100-27,6-11) % = 61,4 % юношей будет поступать в гуманитарные вузы. 

Задача 10. Фермер получил кредит в банке под определенный процент 

годовых. Через год фермер в счет погашения кредита вернул в банк 75 % от всей 

суммы, которую он должен банку к этому времени, а еще рез год в счет полного 

погашения кредита он внес в банк сумму на 21% превышающую величину 

полученного кредита. Каков процент годовых по кредиту в данном банке?  

Решение: Пусть А0 – сумма кредита, р – процент годовых по кредиту. В 

конце первого года фермер должен банку 









100
10

р
А  рублей, а после частичной 

уплаты 









100
1

4

1
0

р
А – рублей. К концу второго года фермер должен банку  

2

0
100

1
4

1










р
А рублей, что по условию задачи составило 1,21А0 рублей. Таким 

образом, получаем уравнение тогда 0

2

0 21,1
100

1
4

1
А

р
А 








 , тогда р = 120 %.  

Ответ: 120 % годовых по кредиту в данном банке.  

Задача 11. Двое рабочих выполняют некоторую работу. Если первый 

рабочий проработает 2 часа, а затем они вместе будут работать 3 часа, то 
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выполнят 75 % всей работы. Какие значения может принимать время 

выполнения всей работы двумя рабочими вместе? Ответ: (4; 20/3). 

Решение. Примем объем всей работы, которую нужно выполнить за 1. 

Пусть x, y ч. – время необходимое на выполнение всей работы 

соответственно 1-му и 2-му рабочим в отдельности. 

Тогда 1/x, 1/y – производительность труда (часть всей работы, 

выполняемая за 1 ч.) соответственно 1-го и 2-го рабочих. 

5/x, 3/y – часть всей работы, выполненная соответственно 1-м рабочим за 5 

ч. и 2-м за 3 ч. Т.к. вместе за это время они выполнили 75% всей работы, то 

получим уравнение 
4

335


yx
. Из полученного уравнения вытекают условия x > 

20/3, y > 4. 

yx

11
  – производительность труда при совместной работе обоих рабочих. 

yx

11

1



 – время необходимое на выполнение всей работы при совместном 

труде рабочих. 

4

335


yx
, 

203

12




x

x
y , 

83

32
4

83

12

12

2031

1

11

1













xx

x

x

x

xyx

 – с учетом ранее указанного условия 

x > 20/3 значение времени необходимого на выполнение всей работы при 

совместном труде 2-х рабочих принадлежит промежутку (4; 20/3). 

Ответ: (4; 20/3). 

 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

 

1. Расстояние между городами A и B равно 60 км. Два поезда выходят 

одновременно: один из города A в B, другой из B в A. Пройдя 20 км, поезд, 

идущий из A в B, останавливается на полчаса, а затем через 4 мин, встречает 

поезд, идущий из B. Оба поезда прибывают к месту назначения одновременно. 

Найдите скорости поездов. Ответ: 60 км/ч; 40 км/ч. 

2. Два велосипедиста стартовали один за другим с интервалом в 2 мин. 

Второй велосипедист догнал первого на расстоянии 1 км от старта. Если бы 

проехав от старта 5 км, он повернул обратно, то встретился бы с первым 

велосипедистом через 20 мин после его старта. Найдите скорость второго 

велосипедиста. Ответ:   20 км/ч. 
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3. Двое рабочих выполнили вместе некоторую работу за 12 ч. Если бы 

сначала первый рабочий сделал половину этой работы, а затем другой остальную 

часть, то вся работа была бы выполнена за 25 ч. За какое время мог бы выполнить 

эту работу каждый рабочий в отдельности? Ответ: 20 ч, 30 ч. 

4. Для прокладки траншеи выделены два экскаватора различных типов. 

Время, необходимое первому экскаватору для прокладки траншеи, на 3 ч меньше 

времени, необходимого второму экскаватору для прокладки этой траншеи. 

Сколько часов требуется каждому экскаватору для прокладки траншеи, если 

сумма этих часов в 144/35 раза больше времени, необходимого для прокладки 

траншеи при совместной работе? Ответ:   7,5 ч; 10,5 ч. 

5. Имелось два сплава меди с разным процентным содержанием меди в 

каждом. Затем их сплавили вместе, после чего содержание меди составило 36%. 

Число, выражающее в процентах содержание меди в первом сплаве, на 40 

меньше числа, выражающего в процентах содержание меди во втором сплаве. 

Определить процентное содержание меди в каждом сплаве, если в первом сплаве 

меди было 6 кг, а во втором – 12 кг. 

6. Имеется кусок сплава меди с оловом массой 12 кг, содержащий 45 % 

меди. Сколько чистого олова надо прибавить к этому сплаву, чтобы 

получившийся новый сплав содержал 40 % меди? Ответ:   1,5 кг 

7. Свежие грибы содержат 90 % воды, а сухие 12 %. Сколько получится 

сухих грибов из 88 кг свежих? Ответ:   10 кг. 

8. Два сплава содержат два металла. В первом сплаве металлы 

находятся в отношении 1:2, а во втором – в отношении 3:2. В каком отношении 

нужно взять части этих сплавов, чтобы получился новый сплав с отношением 

металлов 8:7? Ответ:   1:3. 

9. Из 38 т сырья второго сорта, содержащего 25 % примесей, после 

переработки получается 30 т сырья первого сорта. Каков процент примесей в 

сырье первого сорта? Ответ:   5 %. 

10. Букинистический магазин продал книгу со скидкой 10 % с 

первоначально назначенной цены и получил при этом 8 % при6ым. Сколько 

процентов прибыли первоначально предполагал получить магазин? Ответ: 20 %. 

11. Имеется два раствора кислоты разной концентрации. Объём одного 

раствора – 4 литра, а другого – 6 литров. Если их слить вместе, то получится 35%-

ный раствор кислоты. Если же слить равные объёмы этих растворов, то 

получится 36%-ный раствор кислоты. Сколько литров кислоты содержится в 

каждом из первоначальных растворов?1,64 л; 1,86 л. 

12. За 12 дней совместной работы Билл и Джек строят 7 домов. Если 

Билл повысит свою производительность на 100 %, то 6 дней совместной работы 

они построят 5 домов. Сколько домов построят они за 12 дней совместной 

работы, если Билл еще раз повысит свою производительность на 100 %? Ответ: 

16. 

13. Монтёр сбежал по ленте движущегося эскалатора за 30 секунд. 

Второй раз он спустился по неподвижной ленте за 45 секунд. За сколько времени 

он спустился бы, стоя на ступеньке движущегося эскалатора? Ответ:   90 с. 
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14.  Бассейн заполняется водой через первую трубу на 5 часов быстрее, 

чем через вторую, и на 30 часов быстрее, чем через третью. Известно, что 

пропускная способность третьей трубы в 2,5 раза меньше пропускной 

способности первой трубы и на 40 м3/ч меньше пропускной способности второй 

трубы. Найдите пропускную способность первой и третьей труб. Ответ:   100 

м3/ч; 40 м3/ч. 

15. Две точки, двигаясь по окружности в одном направлении, 

встречаются каждые 12 мин, причем первая обходит окружность на 10 с быстрее, 

чем вторая. Какую часть окружности проходит за 1 с каждая точка? Ответ: 
90

1
;

80

1  

16. В ателье поступило по одному куску черной, зеленой и синей ткани. 

Хотя зеленой ткани было на 9 м. меньше, чем черной, и на 6м больше, чем синей, 

стоимость кусков была одинаковой. Известно также, что стоимость 4,5 м. черной 

ткани равна стоимость 3 м. зеленой и 0,5 м. синей вместе. Сколько метров ткани 

было в каждом куске?  

17. Автомобили «Рено» и «Крайслер» движутся по кольцевой дороге, 
1

4
 

часть которой проходит по городу. Скорость «Рено» в городе равна 2, а за 

пределами города равна 
9

4


. Скорость «Крайслера» в городе равна , а за 

пределами города равна 3. Автомобили одновременно въезжают в город.  Через 

какое время один из них совершит обгон другого, если длина городского участка 

кольцевой дороги равна S? Ответ: 
56

3

S

v
. 
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ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЙ 

 

Теоретический материал 

 

Рациональные выражения 

Формулы сокращенного умножения многочленов 

1. (a + b)(a – b) = a2 –  

b2. 

4. (a + b)(a2 – ab + b2) = a3 + 

b3. 

7. (a – b)3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3. 

2. (a + b)2 = a2 + 2ab + 

b2. 

5. (a – b)(a2 + ab + b2) = a3 – 

b3. 

 

3. (a – b)2 = a2 – 2ab + 

b2. 

6. (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 

+ b3. 

 

Формулы корней квадратного уравнения 

Алгебраическое уравнение 2-й степени называют квадратным. Общий вид 

квадратного уравнения с одним неизвестным ax2 + bx + c = 0, где a  0. 

1. Дискриминант: D = b2 – 4ac.  

Если D < 0, то уравнение не имеет действительных корней. 

Если D ≥ 0, то 
1,2

2

b D
x

a

 


. 

2. Если b – четное число, то удобнее представить общую формулу в виде 

 
1,2

2 4

b D

x
a

 


, где 

2

4 2

D b
ac

 
  
  . 

Формула разложения квадратного трехчлена на множители 

ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2), где x1 , x2 – корни квадратного трехчлена, a ≠ 

0. 

Теорема Виета 

1. Если приведенное квадратное уравнение x2 + px + q = 0 имеет 

действительные корни, то 

1 2

1 2

,

.

x x p

x x q

  


   

2. Если квадратное уравнение ax2 + bx + c = 0 (где a ≠ 0) имеет 

действительные корни, то 

1 2

1 2

,

.

b
x x

a

c
x x

a


  


  
  

Верны и обратные утверждения.  

Основные свойства степени ( x  R, y  R, a  R, a > 0, b  R, b > 0). 

 а) a a ax y x y  
,  б) a a ax y x y:  

,  в) ( )x x xab a b  , г) 
x x

x

a a

b b

 
 

  ,   д) 
 

y
x xya a

 ,  e) 
0 1a  ,   ж) 

1a a ,  з) 
n

n

a
a

1


.  
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Иррациональные выражения 

Определение 1. Корнем n-й степени из неотрицательного числа a (n = 

2, 3, 4, 5, …) называют такое неотрицательное число, которое при возведении в 

степень n дает в результате число a. 

Определение 2. Корнем нечетной степени n из отрицательного числа a 

(n = 3, 5,7, …) называют такое отрицательное число, которое при возведении в 

степень n дает в результате число a. 

Определение 3. Если q

p

 – обыкновенная дробь ( 1q ) и 0a , то под 
q

p

a  

понимают 
q pa , т.е. 0,  aaa

q pq

p

. 

Свойства функции ,ny x  при четной степени n (n = 2, 4, 6, …): 

1) );0[)( fD ; 

2) функция не является ни четной, ни нечетной; 

3) функция возрастает на );0[  ; 

4) функция не ограничена сверху, ограничена снизу; 

5) функция не имеет наибольшего значения; yнаим= 0; 

6) функция непрерывна; 

7) );0[)( fE . 

Свойства функции ,n xy   при нечетной степени n (n = 3, 5, 7, …): 

1) );()( fD ; 

2) функция нечетна; 

3) функция возрастает; 

4) функция не ограничена ни сверху, ни снизу; 

5) функция не имеет наибольшего и наименьшего значений; 

6) функция непрерывна; 

7) );()( fE . 

Свойства корня n-й степени (n = 2, 3, 4, 5, …) из неотрицательного 

числа ( 1;,,;0;0  nNpnkba ) 

1) 
nnn baab  ;  2) 

n

n

n

b 

a

b

a


 ( 0b );   3)   n k
k

n aa  ; 

4) 
n knp kp aa  ;  5)   aa

n
n  ;    6) aan n  . 

Замечания. ||2 2 xxn n  , где Nn  (в частности ||2 xx  ). 
 

2
2

n
n x x

, где 
Nn , 0x  . 

Теорема. При натуральном n уравнение 
f x g xn ( ) ( )2 

 равносильно системе 

 









.0)(

;)()(
2

xg

xgxf
n
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Логарифмы 

Определение. Логарифм числа х по основанию а есть показатель степени, 

в которую надо возвести число а, чтобы получить х. 

Тождество 
loga x

a x (где x > 0, a > 0 и  a  1) называют основным  

логарифмическим тождеством. 

 Определение. Логарифмической функцией называется функция  вида у = 

log a x,  где a > 0, a  1. 

Основные свойства логарифмической функции у = log a x  (a > 0, a  1). 

 1. D(loga ) = R+ . 

 2. E(loga ) =R. 

 3. Логарифмическая функция на всей области определения возрастает при 

а > 1 и убывает при 0 < a < 1. 

4. Основные свойства логарифмов. 

4.1. При любых a > 0 (a  1), b > 0 (b  1), x > 0, y > 0, p  R, k  R верны 

равенства: 

а) 01log a ;  

б) 1log aa ;  

в) yxxy aaa loglog)(log  ; 

г) 
;logloglog yx

y

x
aaa 

 

д) xpx a

p

a loglog  ; 

e) 
x

k
x aak log

1
log 

; 

ж) a

x
x

b

b
a

log

log
log 

 (в частности a
b

b

a
log

1
log 

). 

4.2. При любых a > 0 (a  1), b > 0 (b  1), x ≠ 0, y ≠ 0, p  N верны равенства: 

а) ||log||log)(log yxxy aaa  ;        б) 
|;|log||loglog yx

y

x
aaa 

 

в) ||log2log 2 xpx a

p

a  . 

При решении логарифмических уравнений и неравенств  используются 

теоремы, вытекающие из свойств монотонности логарифмической функции. 

 Теорема 1. Если (0; 1) (1; )a   ,  то 

 log a  f(x) = log a  g(x) 
























).()(

0)(

)()(

0)(

0)(

xgxf

xf

xgxf

xg

xf

 

 Теорема 2. log a  (f(x)) = b  f(x)= a
b
   (a > 0, a  1). 

 

 Теорема 3. Если a > 1, то 

 log a  f(x) > log a  g(x) 
























)()(

0)(

)()(

0)(

0)(

xgxf

xg

xgxf

xg

xf

 

 Теорема 4. Если 0 < a < 1, то 

 log a  f(x) > log a  g(x) 
























)()(

0)(

)()(

0)(

0)(

xgxf

xf

xgxf

xg

xf
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Упражнения для самостоятельного решения 

 

1.  Найдите значение выражения 9

1
20

9

1
18

2











. Ответ: −2. 

2.. Найдите значение выражения 8

1
1

9,0


.   Ответ: 0,8. 

3. Найдите значение выражения 8,26,0

21

 .  Ответ: 12,5. 

 

4. Упростите выражение  24

210210 

. Ответ: 0,5. 

5. Один из корней уравнения 5x2 – 2x + 3p = 0 равен 1. Найдите второй корень.

  Ответ: − 0,6. 

6. Найдите 









b
p

bp

1

)(

, если 
  



















b
b

b
bbp

1
3

3

, при 0b . 

7. Найдите b

a

, если 
1

25

52






ba

ba

. 

 

8. Найдите )6()( xpxp  , если 3

)6(
)(






x

xx
xp

 при 3x . 

 

9. Найдите 501161  ba ,  если 
9

527

572






ba

ba

.        

 

10. Найдите 76)(3  aap  при 32)(  aap . 

 

11. Найдите )2()2(  bqbq , если bbq 3)(  . 

 

12. Найдите значение выражения 
28

3
:

7

5
1

7

6
3
















. 

 

13. Найдите значение выражения 
6

189

7

77 

. 

 

14. Найдите значение выражения 
 

3 2 2

3
2

b

b



 при b = 6. 
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15. Найдите значение выражения 
43

557



x

x

x

x

x

 при  x = 3. 

16. Найдите значение выражения 
17271173 5:55   . 

 

17. Найдите корень уравнения: xx  1772 . Если уравнение имеет более 

одного корня, укажите меньший из них. 

 

18. Найдите значение выражения 
13log 6 13 . 

 

19. Найдите значение выражения 
49log 2

7 . 

 

20. Найдите значение выражения    12log112log1
62

 . 

 

21. Вычислите значение выражения:   2log3log 323 . 

 

22. Решите уравнение  

2)7(log
7

1  x

. 

 

23. Решите уравнение  )10(log)2(log 2

5

2

5  xxx . 

 

24. Решите уравнение  1)3(log)7(log 55  xx . 

 

25. Решите уравнение 249log 5 x . Если уравнение имеет более одного корня, в 

ответе укажите меньший из них. 

 

26. Найдите ошибку 
2

2 2log ( 1) 2log 2x x   .                   О.Д.З.: (0; 1) (1; )x   . 
2

2 2log ( 1) 2log 2;x x    

2 22log ( 1) 2log 2;x x    

2 2log ( 1) log 1;x x    

2 2log ( 1) log (2 );x x   
1 2 ;x x   

x = – 1 c учетом О.Д.З. корней нет. 

Ответ: корней нет. 

2 2

2 2log ( 1) log 2;x x    
2 2

2 2 2log ( 1) log log 4;x x    
2 2

2 2log ( 1) log (4 );x x   
2 2( 1) 4 ;x x   

1 2 ,

1 2 ;

x x

x x

 
     

1,

1
;

3

x

x

 

 
  c учетом О.Д.З. 

1

3
x 
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Ответ: 3

1

. 

. 

Критерии оценивания задания 21 ОГЭ 
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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

 

Основные тригонометрические тождества 

1. 1cossin 22    16. 





tgtg

tgtg
tg






1
)(  

2. 





cos

sin
tg  17.  cossin2)2sin(   

3. 





sin

cos
ctg  18. 





2

222

sin21

1cos2sincos)2cos(




 

4. 1  ctgtg  
19. 






21

2
)2(

tg

tg
tg


  

5. 



2

2

cos

1
1tg  20. 

2

cos1

2
sin

 
  

6. 



2

2

sin

1
1ctg  21. 

2

cos1

2
cos

 
  

7.  sin)sin(   
22. 





cos1

cos1

2 


tg  

8.  cos)cos(   
23. 









sin

cos1

cos1

sin

2





tg  

9.  tgtg  )(  
24. 

2
cos

2
sin2sinsin








  

10.  ctgctg  )(  
25. 

2
cos

2
sin2sinsin








  

11.  sincoscossin)sin(   
26. 

2
cos

2
cos2coscos








  

12.  sincoscossin)sin(   27. 
2

sin
2

sin2coscos








  

13.  sinsincoscos)cos(   
28. ))cos()(cos(

2

1
sinsin    

14.  sinsincoscos)cos(   
29. ))cos()(cos(

2

1
coscos    

15. 





tgtg

tgtg
tg






1
)(  30. ))sin()(sin(

2

1
cossin    

 

 

Определения обратных тригонометрических функций 

1. Арксинусом числа a называют такое число x из отрезка ,
2 2

  
  

 синус 

которого равен a. 

xa arcsin , где 









2
,

2


x , ax sin ,  1, 1a  . 

2. Арккосинусом числа a называют такое число x из отрезка  ,0  косинус 

которого равен a. 

xa arccos , где  0,x  , ax cos ,  1, 1a  . 

3. Арктангенсом числа a называют такое число x из промежутка ,
2 2

  
 
 

 

тангенс которого равен a. 
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xarctga  , где 









2
,

2


x , atgx  . 

4. Арккотангенсом числа a называют такое число x из промежутка  ,0  

котангенс которого равен a. 

xarсctga , где  0,x  , aсtgx  . 

 

Формулы корней простейших тригонометрических уравнений 

1. at sin , nat n  arcsin)1( , где Zn , [ 1, 1]а  . 

2. at cos , nat 2arccos  , где Zn , [ 1, 1]а  . 

3. atgt  , narctgat  , где Zn . 

4. actgt  , narcctgat  , где Zn . 

 

Упражнения 
 

1. а) 
5

sin
2

x      Ответ: корней нет 

б) 
7 7

2cos
8 8

x
  

  
 

  Ответ: корней нет 

в) 2sin4 3cos2 5x x    Ответ: корней нет 

2. а) 
3

sin 3 cos 3
3 3 4

x x
    

       
   

 Ответ: 1( 1)
18 9 6

n n     , где Zn . 

б) 
3

cos 2 cos3 sin 2 sin 3
2

x x x x      Ответ: 
2

6 5

n 
  , где Zn . 

 

Решение тригонометрических уравнений способом разложения  

на множители 

При использовании способа разложения на множители уравнение 

преобразуют так, чтобы в одной части стоял нуль. Раскладывают другую часть 

на множители, каждый из множителей приравнивают нулю. Корни полученных 

уравнений, с учетом О.Д.З., являются корнями исходного уравнения. 
 

Упражнения 

а) 01sin)1(sincos2  xxx , 

1) 01cos2 x ,                2) 01sin x , 

5,0cos x , 5,0cos x  1sin x , 

nx 


2
3
 , n  Z. nx 


2

2
 , n  Z. 
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б) xx 2cos54sin   Ответ: 
24

n
 , где Zn . 

в) 1sin2sin5sin 2  xxx  Ответ: 
24

n
 ; 

318
)1(

nn 
 , где Zn . 

г) xxxxx 2sin3cos5sin2cos6sin   Ответ: 
2

n
; n




3
, где Zn . 

д) xx 2cos24cos   Ответ: 
24

n
 ; n




3
, где Zn . 

 

Решение тригонометрических уравнений способом замены переменной 

Упражнения 

а) 03sin5sin2 2  xx  Ответ: nn 



6
)1( , где Zn . 

б) 05)2cos(7)2(sin2 2  xx  Ответ: n



3
, где Zn . 

в) 5)10cos(6)5cos(4  xx  Ответ: 
5

2

15

n
 , 

5

2
)

6

1
arccos(

5

1 n
 , где Zn . 

г) 1153cos523cos36cos  xxx  Ответ: 
3

2

18

5 n
 , где Zn . 

д) 1cos4)2cos(2)4cos(2 2  xxx  Ответ: n



3
, где Zn . 

е) 07)cos(sin112sin5  xxx  Ответ: n


2
4

)
10

2
arccos(  , где Zn . 

ж) однородные уравнения 2-й степени. 022  vcuvbua ; 

0coscossinsin 22  xcxxbxa ; 

2cos3cossin3sin5 22  xxxx  

5. а) 3sin cos 2x x   

б) 
4

sin4
2

3
sin3

2

3
cos2 2 xxx

  

в) 5cos7sin  xx  

2 способ. Универсальная подстановка (для любых уравнений вида 

0)cos,(sin xxR ) 

2

x
tgu  , (где nx  2 , Zn ) 
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2

2

2

2

1

1

2
1

2
1

cos
u

u

x
tg

x
tg

x









 ; 
2

2 1

2

2
1

2
2

sin
u

u

x
tg

x
tg

x






 . 

6. 
2

3

32sin2

)cossin3( 2






x

xx
 Ответ: n




6
, где Zn . 

7. xxxx 2sin1cos1   

 

Упражнения для самостоятельного решения 
 

I. Решите уравнения (устно). 

1. 1cossin 22  xx ; 
2. 

3

11
sin x ; 

3. 3cossin 22  xx ; 4. 32cos7 x ; 

5. sin x ∙ cos x = 1; 6. 1cos2 x ; 

7. 2sin 2 x ; 8. tg x ∙ ctg x = 1. 

II. Решить уравнения: 

1. )2008cos()2018sin( xx  . 2. xx sincos1    

Ответ: n


2
2
 , n2 , где Zn . 

III. 1. (ЕГЭ-2017) 
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2. (ЕГЭ-2017) 

 

 

3. а) Решите уравнение   xxx sincoscos 2,0315


 . 

б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие отрезку











2

3
;3


 . 

Ответ: а)  π/4 + πk, k Z ; б)  – 11π/4; – 7π/4. 

4. а) Решите уравнение 2 ctgxtgx . 

б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие отрезку  3; . 

Ответ: а)  π/4 + πk, k Z ; б)  5π/4; 9π/4. 

5. а) Решите уравнение 0cos2cossin3sin 22  xxxx . 

б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие отрезку 2;0 . 

Ответ: а)  π/4 + πk, karctg 2 k Z ; б)  5π/4; π/4; 2arctg ; 2arctg . 

6. а) Решите уравнение 02cos23cos2  xx . 
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б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие отрезку [– 7π/2; – 

2π]. 

Ответ: а)  ± π/3+2πk, k Z ; б)  – 7π/3. 

7. а) Решите уравнение 4sin3x = cos(x − 5π/2). 

б) Найдите все корни этого уравнения, принадлежащие отрезку 

[3π/2; 5π/2]. 

 Решение. а) Запишем уравнение в виде: 4 ∙ sin3x – sin x = 0, 

sin x · (4sin2 x − 1) = 0. Значит, или sin x = 0, откуда x = πn, n  Z, или sin2x = 1/4, 

sin x = ± 1/2, откуда x = ± π/6 + πn, n  Z. 

б) С помощью числовой окружности отберём корни, принадлежащие 

отрезку [3π/2; 5π/2].  

Получим числа: 11π/6; 2π; 13π/6. 

Ответ: а)  πn, ± π/6 + πn, n  Z; б)  11π/6; 2π; 13π/6. 
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СВОЙСТВА ФУНКЦИИ. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ 

 

I. Определение производной. 

Производной функции f(x) называется функция )(xf  , значение которой в точке 

x выражается формулой 

x

xfxxf
xf

x 






)()(
lim)(

0
. 

II. Правила вычисления производной 

1)  u v u v     ; 

2)   vuvuvu 


 , следствие из 2-го правила:  c v c v


   , где с = const; 

3) 
2v

vuvu

v

u 












; 

4)   1
 nn xnx ; 

5)   )())(()( xgxgfxgf 




  . 

III. Таблица производных 

1) 0c ; 6) cos sinx x   ; 11)  
x

x
1

ln 
 ; 

2) 1x ; 7) 
x

xgt
2cos

1
 ; 12)  

ax
xa

ln

1
log




 ; 

3)  
x

x
2

1



; 8) 

x
xgct

2sin

1
 ; 13)   1

1

1
arcsin

2






x

x
x

; 

4) 
2

11

xx












; 

9)   xx ee 


; 14) 

  1
1

1
arccos

2






x

x
x ; 

5) xx cosnsi  ; 10)   aaa xx ln


; 15)  
21

1

x
arctgx




 . 

IV. Геометрический смысл 

производной 

1) Производная функции в точке – это 

тангенс угла наклона касательной 

данной функции в данной точке к 

положительному направлению оси 

абсцисс. 

ktgxf  )(
0

  

(где, k – угловой коэффициент 

касательной). 

2) Уравнение касательной к графику 

функции y=f(x)  в точке с абсциссой 

x0: 

)()()( 000 xxxfxfy  . 

φ 

y=f(x) 

y 

x0 x 0 
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V. Механический (физический) смысл производной 

Если путь, пройденный телом к моменту времени t, определяется 

функцией y=f(t)|, то скорость движения функции в момент времени t равна 

производной функции f(t): 

)()( tftv  , 

а ускорение производной скорости: 

)()()( tftvta  . 

 

VI. Приближенные вычисления с помощью производной 

При малых ∆x, xxfxfxf  )()()( 00 . 

 

 

Основные правила 

I. Если дано правило соответствия, относящее каждому действительному 

числу x из множества Dx действительное число 

)(xfy  , 

то y называется (числовой) функцией 

)()( xfxyy   

аргумента x. 

II. Функция )(xy  имеет обратную функцию )(yx , если из )(xyy   следует 

)(yxx  . 

III. Функция f(x) четна, если для любого )( fDx , выполняется равенство 

)()( xfxf  . Функция f(x) нечетна, если для любого )( fDx , выполняется 

равенство )()( xfxf  . 

График четной функции симметричен относительно оси ординат. График 

нечетной функции симметричен относительно центра координатной плоскости. 

IV. Функция f(x) является периодической с периодом T если для любого 

)( fDx , выполняется равенство )()( xfTxf  . Если T является периодом 

функции f(x), то nT  , где Zn  также является периодом функции f(x). 

V. Действительная функция f(x) возрастает на интервале I, если для любых 

x1 и x2 из интервала I из 
21 xx   всегда следует )()( 21 xfxf  . Действительная 

функция f(x) убывает на интервале I, если для любых x1 и x2 из интервала I из 

21 xx   всегда следует )()( 21 xfxf  . 
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VI. Если функция f(x) непрерывна на промежутке I и ее производная 

положительна (соответственно отрицательна) во внутренних точках этого 

промежутка, то функция f(x) возрастает (соответственно убывает) на I.  

Если функция f(x) непрерывна на промежутке I и ее производная 

неотрицательна (соответственно неположительна) во внутренних точках этого 

промежутка и равна нулю лишь в конечном множестве точек, то функция f(x) 

возрастает (соответственно убывает) на I. 

VII. Критические точки функции f(x) это внутренние точки области 

определения функции в которых производная равна нулю или не существует. 

VIII. Если функция f(x) непрерывна в точке x0, причем вблизи этой точки 

слева от x0 производная функции f(x) положительна, а справа от x0 производная 

функции f(x)отрицательна, то x0  - точка максимума функции f(x). 

Если функция f(x) непрерывна в точке x0, причем вблизи этой точки слева 

от x0 производная функции f(x) отрицательна, а справа от x0 производная 

функции f(x) положительна, то x0  - точка минимума функции f(x). 

 

Упражнения 

 

1. Найти f(x),  если для всех x ( 0x  ) имеет место соотношение 

1
( 1) ( ) 2 ( ) 3x f x f x

x
     .  

Ответ: f(x)=1. 

2. Геометрический смысл производной. 

а) Под каким углом наклонена к положительному направлению оси абсцисс 

касательная, проведенная к кривой 6723  xxxy  в точке с абсциссой 20 x . 

б) Составьте уравнение касательной к графику функции xy cos  в точке с 

абсциссой 
4

0


x . 

в) Составьте уравнения касательной к графику функции 24 xxy   в точках 

пересечения с осью OX. [Ответ: y = – 4x + 16; y = 4x] 
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г) Составьте уравнения касательных к кривой 342  xxy , проходящие через 

точку M(2; – 5). Выполните рисунок. [Ответ: y = – 4x + 3; y = 4x – 13] 

д) На графике функции 3)4(  xxy  найти точки, в которых касательные 

параллельны оси абсцисс. [Ответ: (1; – 27), (4; 0)] 

е) прямая, проходящая через начало координат, касается графика функции 

y=h(x) в точке N(4; -6). Найдите )4(h ; [Ответ: – 1,5] 

3. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке: 

а) 98)( 24  xxxf  на [0; 3]. [Ответ: 25)2()(min
]3;0[

 fxf ; 0)3()(max
]3;0[

 fxf .] 

б) xxy 3sin2   на ];[  .[Ответ: 


3)()(max
];[




yxy ; 


3)()(min
];[




yxy

.] 

в) xxy 2cossin   на ];0[  .[Ответ: 
8

1
1)

4

1
arcsin()

4

1
(arcsin)(max

];0[
 


yyxy ; 

0)
2

()(min
];0[





yxy .] 

г) найдите наибольшее значение функции 54 2

2  xxy ; [Ответ: 

5,0)2()(max
];[




yxy ] 

 

д) найдите наибольшее значение функции )62cos52(coslog 2

2  xxy ; [Ответ: 

12log)()(max 2
];[




nyxy  ] 

е) найдите сумму целых значений функции 29sin 6cos 16y x x   . [Ответ: 9] 

ж) Найдите наибольшее значение функции 13
3

2
 xxxy  на отрезке [1; 

9]. Ответ: 10. 

з) Найдите наименьшее значение функции 
16)8(  xexy  на отрезке [6; 8].

 Ответ: − 1. 

и) Найдите наибольшее значение функции 5)4()2( 2  xxy  на отрезке 

[1; 3].  Ответ: 5. 
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к) Найдите наименьшее значение функции 5)3ln(3 3  xxy  на отрезке [− 

2,5; 0]. Ответ: − 6. 

 

4. а) Найдите точку минимума функции xxxy sincos)5,0(  , 

принадлежащую промежутку 








2
;0


.   Ответ: 0,5. 

б) Найдите точку максимума функции 
244 xxy  .   Ответ: − 

2. 

в) Найдите точку минимума функции 1162  xxy .   Ответ: 3. 

г) Найдите точку максимума функции 

2)22(log 2

2
 xxy .  Ответ: 1. 

5. На рисунке изображен график функции f(x)=ax2+bx+c и 

четыре прямые. Одна из этих прямых – график 

производной данной функции. Укажите номер этой 

прямой. 

 

 

 

6. На рисунке изображен график функции y=f(x) и 

касательная к нему в точке с абсциссой x0. Найдите 

значение производной функции y=f(x) в точке с абсциссой 

x0. 

 

 

7. На рисунке изображен график функции y=f(x) и касательная к 

нему в точке с абсциссой x0. Найдите значение производной 

функции y=f(x) в точке с абсциссой x0. 
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8. Укажите точку максимума функции y=f(x), заданной на 

отрезке  

[– 5; 4], если на рисунке изображен график ее производной 

y=f ‘(x).  
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РЕАЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА 

 

I. Банки, вклады, кредиты 

Замечание 1. Если первоначальная сумма вклада x руб., а процент годовых 

p %, то сумма вклада через один год составит x
p




100

100
 руб. 

Замечание 2. Если первоначальная сумма вклада x руб., а процент годовых 

p %, то сумма вклада через n лет составит x
p

n








 

100

100
 руб. 

Задача. Спустя два года после того, как некоторая сумма внесена в банк, 

вклад за счет процентов увеличился на 2200 руб. Если бы первоначальная сумма 

была на 1000 руб. больше, то итоговая прибыль равнялась бы 2640 руб. Чему 

равен процент годовых, если он за два года не менялся? 

Решение. Рассмотрим изменение вклада за два года. 

 Сумма за счёт 

процентов (руб.) 

Сумма (руб.) % годовых 

Первоначально  x  

Через 2 год 2
100

100

y
x

 
 
 

 
x + 2200 y 

Первоначально  x + 1000  

Через 2 год 2

100

100
)1000( 







 


y
x  

x + 1000 + 2640 y 

x, y > 0. 

Составим систему уравнений 
2

2

100
2200;

100

100
( 1000) 1000 2640.

100

y
x x

y
x x

  
    

  


 
     

 

 Ответ: 20 %. 

 

1. В банк положен вклад из расчета 20 % годовых. Через какое наименьшее 

количество лет вклад увеличится в 2 раза? Ответ: 4 года 

2. Клиент положил некоторую сумму в банк. При одинаковом проценте 

годовых через три года была получена сумма в 1,728 раз превышающая 

первоначальную. Какой процент годовых выплачивал банк? Ответ: 20 % 
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3. Себестоимость продукции сначала повысилась на 10%, а затем 

понизилась на 20%. На сколько процентов понизилась себестоимость 

продукции? Ответ: на 12 % 

4. Фермер получил кредит в банке под определенный процент годовых. 

Через год фермер в счет погашения кредита вернул в банк 75 % от всей суммы, 

которую он должен банку к этому времени, а еще через год в счет полного 

погашения кредита он внес в банк сумму на 21% превышающую величину 

полученного кредита. Каков процент годовых по кредиту в данном банке? Ответ: 

120 % 

5. Если 1 кубометр газа на 50 % дороже 1 кг угля и дает тепла на 20 % 

больше, то на сколько процентов при переходе с угля на газ возрастут расходы 

на топливо при прочих равных условиях? Ответ: 25 % 

6. 31 декабря Сергей взял в банке 9 930 000 рублей в кредит под 10 % 

годовых. Схема выплаты кредита следующая: 31 декабря каждого года банк 

начисляет проценты на оставшуюся сумму долга (от есть увеличивает долг на 10 

%), затем Сергей переводит в банк определённую сумму ежегодного платежа. 

Какой должна быть сумма ежегодного платежа, чтобы Сергей выплатил долг 

тремя равными ежегодными платежами? 
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7. 1 июня 2013 года Всеволод Ярославович взял в банке 900 000 рублей в 

кредит. Схема выплаты кредита следующая – 1 числа каждого следующего 

месяца банк начисляет 1 процент на оставшуюся сумму долга (то есть 

увеличивает долг на 1 %), затем Всеволод Ярославович переводит в банк платёж. 

На какое минимальное количество месяцев Всеволод Ярославович может взять 

кредит, чтобы ежемесячные выплаты были не более 300 000 рублей? 

 

 

 

9. 15-го января был выдан полугодовой кредит на развитие бизнеса. В 

таблице представлен график его погашения. 

Дата 
15.0

1 

15.0

2 

15.0

3 

15.0

4 

15.0

5 

15.0

6 
15.07 

Долг (в процентах от 

кредита) 

100

% 

90% 80% 70% 60% 50% 0% 
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В конце каждого месяца, начиная с января, текущий долг увеличивался на 5 %, а 

выплаты по погашению кредита происходили в первой половине каждого 

месяца, начиная с февраля. На сколько процентов общая сумма выплат при таких 

условиях больше суммы самого кредита? 

 

10. В начале года 
6

5
 некоторой суммы денег вложили в банк А, а то, что 

осталось – в банк Б. Если вклад находится в банке с начала года, то к концу года 

он возрастает на определённый процент, величина которого зависит от банка. 

Известно, что к концу первого года сумма вкладов стала равна 670 у.е., к концу 

следующего – 749 у.е. Если первоначально 
6

5
  суммы было бы вложено в банк Б, 

а оставшуюся вложили бы в банк А, то по истечении одного года сумма выросла 

бы до 710 у.е. Определите сумму вкладов по истечении второго года в этом 

случае. 

Ответ: 841 

11. Фермер получил кредит в банке под определённый процент годовых. 

Через год фермер в счёт погашения кредита вернул в банк 
4

3
 от всей суммы, 

которую он был должен банку к этому времени, а ещё через год в счёт полного 

погашения кредита он внёс в банк сумму, на 21 % превышающую величину 

полученного кредита. Каков процент годовых по кредиту в данном банке? 

Ответ: 120 

12. Спустя два года после того, как некоторая сумма внесена в банк, вклад 

за счет процентов увеличился на 4400 руб. Если бы первоначальная сумма была 

на 2000 руб. больше, то итоговый доход равнялся бы 5280 руб. Чему равен 

процент годовых, если он за два года не менялся? Под доходом понимается 
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разница между итоговой суммой и первоначальной. Процент годовых – это 

процент, на который увеличивается сумма вклада за один год. 

Решение. 1. Обозначим через x руб. первоначальную сумму вклада, а через 

k – коэффициент на который будет умножаться сумма вклада каждый год. 

2. Получим систему уравнений  









.52802000)2000(

;4400

2

2

xxk

xxk
 

3. Разделив второе уравнение системы на первое, получим линейное 

уравнение, корнем которого является x = 10 000 руб.  

4. 2 14400
1,44

10000
k   ; k = 1,44; k = 1,2. Процент годовых равен 20%. 

Ответ: 20%. 

13. По прогнозу экспертов, цены на квартиры в Москве через год упадут: в 

рублях на 20%, в евро на 40%. А в Сочи цены в рублях упадут на 10%. На сколько 

процентов упадут цены на квартиры в Сочи в евро? 

Ответ: 32,5 % 

14. При рытье колодца глубиной свыше 10 м за первый метр заплатили 

1000 руб., а за каждый следующий на 500 руб. больше, чем за предыдущий. 

Сверх того за весь колодец дополнительно было уплачено 10000 руб. Средняя 

стоимость 1 м оказалась равной 6250 руб. Определите глубину колодца. 

Ответ: 20. 

15. Молодой семье на покупку квартиры банк выдает кредит под 20 % 

годовых. Схема выплаты кредита следующая: ровно через год после выдачи 

кредита банк начисляет проценты на оставшуюся сумму долга (то есть 

увеличивает долг на 20 %), затем эта семья в течение следующего года переводит 

в банк определенную (фиксированную) сумму ежегодного платежа. Семья 

Ивановых планирует погашать кредит равными платежами в течение 4 лет. 

Какую сумму может предоставить им банк, если ежегодно Ивановы имеют 

возможность выплачивать по кредиту 810 000 рублей? 

Ответ: 2 096 875 

16. Банк планирует вложить на 1 год 30% имеющихся у него средств 

клиентов в акции золотодобывающего комбината, а остальные 70% – в 

строительство торгового комплекса. В зависимости от обстоятельств первый 

проект может принести банку прибыль в размере от 32% до 37% годовых, а 
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второй проект – от 22% до 27% годовых. В конце года банк обязан вернуть 

деньги клиентам и выплатить им проценты по заранее установленной ставке, 

уровень которой должен находиться в пределах от 10% до 20% годовых. 

Определите, какую наименьшую и наибольшую чистую прибыль в процентах 

годовых от суммарных вложений в покупку акций и строительство торгового 

комплекса может при этом получить банк. 

Ответ: 5% и 20%. 

17. 31 декабря 2010 года Дмитрий взял в банке 5 005 000 рублей в кредит 

под 20 % годовых. Схема выплаты кредита следующая – 31 декабря каждого 

следующего года банк начисляет проценты на оставшуюся сумму долга (то есть 

увеличивает долг на 20 %), затем Дмитрий переводит в банк платёж. Весь долг 

Дмитрий выплатил за 3 равных платежа. На сколько рублей меньше он бы отдал 

банку, если бы выплатил долг за 2 равных платежа? 

 



43 

 

18. За время хранения вклада в банке проценты по нему начислялись 

ежемесячно сначала в размере 5%, затем 12%, потом 
9

1
11  % и, наконец, 12,5% в 

месяц. Известно, что под действием каждой новой процентной ставки вклад 

находился целое число месяцев, а по истечении срока хранения первоначальная 

сумма вклада увеличилась на 
6

1
104  %. Определите срок хранения вклада. 

Ответ: 7 

19. (ЕГЭ-2015) 15-го января планируется взять кредит в банке на 14 

месяцев. Условия его возврата таковы: 

– 1-го числа каждого месяца долг возрастает на r % по сравнению с концом 

предыдущего месяца; 

– со 2-го по 14-е число каждого месяца необходимо выплатить часть долга; 

– 15-го числа каждого месяца долг должен быть на одну и ту же сумму 

меньше долга на 15 число предыдущего месяца. 

Известно, что общая сумма выплат после полного погашения кредита на 

15% больше суммы, взятой в кредит. Найдите r. 

20. (ЕГЭ-2015) В июле планируется взять кредит в банке на сумму 5 млн 

рублей на некоторый срок (целое число лет). Условия его возврата таковы: 

– каждый январь долг возрастает на 20% по сравнению с концом 

предыдущего года; 

– с февраля по июнь каждого года необходимо выплатить часть долга; 

– в июле каждого года долг должен быть на одну и ту же сумму меньше 

долга на июль предыдущего года. 

На сколько лет планируется взять кредит, если известно, что общая сумма 

выплат после его полного погашения составит 7,5 млн рублей? Ответ: 4. 

21. (ЕГЭ-2017) В июле 2020 года планируется взять кредит в банке на 

некоторую сумму. Условия его возврата таковы: 

–  каждый январь долг возрастает на 20% по сравнению с концом 

предыдущего года; 
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–  с февраля по июнь каждого года необходимо выплачивать одним 

платежом часть долга Сколько рублей было взято в банке, если известно, что 

кредит был полностью погашен тремя равными платежами (то есть за 3 года) и 

сумма платежей превосходит взятую в банке сумму на 77200 рублей? 

22. (ЕГЭ-2018) 15-го декабря планируется взять кредит в банке на 26 

месяцев. Условия его возврата таковы: 

– 1-го числа каждого месяца долг возрастает на 3% по сравнению с 

концом предыдущего месяца; 

– со 2-го по 14-е число каждого месяца необходимо выплатить часть 

долга; 

– 15-го числа каждого месяца с 1-го по 25-й долг должен быть на 20 

тысяч рублей меньше долга на 15-е число предыдущего месяца; 

– к 15-му числу 26-го месяца кредит должен быть полностью погашен. 

Какой долг будет 15-го числа 25-го месяца, если общая сумма выплат после 

полного погашения кредита составит 1407 тысяч рублей? 

Решение. Пусть 15-го числа 25-го месяца долг составит B тысяч рублей. По 

условию, долг перед банком (в тыс. рублей) по состоянию на 15-е число должен 

уменьшаться до нуля следующим образом: 

B + 500; B + 480; B + 460; ...; B + 20; B; 0. 

Первого числа каждого месяца долг возрастает на 3%, значит, 

последовательность размеров долга (в тыс. рублей) по состоянию на 1-е число 

такова: 

1,03(B + 500); 1,03(B + 480); ...; 1,03(B + 20); 1,03 ∙ B. 

Следовательно, выплаты (в тыс. рублей) должны быть следующими: 

0,03(B + 500) + 20; 0,03(B + 480) + 20; ...; 0,03(B + 20) + 20; 1,03 ∙ B. 

Всего следует выплатить 



45 

 

 

II. Задачи на оптимальный выбор 

1. В распоряжении начальника имеется бригада рабочих в составе 24 

человек. Их нужно распределить на день на два объекта. Если на первом объекте 

работает t человек, то их суточная зарплата составляет 4t2 у. е. Если на втором 

объекте работает t человек, то их суточная зарплата составляет t2 у. е. Как нужно 

распределить на эти объекты бригаду рабочих, чтобы выплаты на их суточную 

зарплату оказались наименьшими? Сколько у. е. в этом случае придется 

заплатить рабочим? 

 Ответ:  5 рабочих на 1-й объект, 19 рабочих на 2-й объект; 461 у.е. 

2. Первичная информация разделяется по серверам № 1 и № 2 и 

обрабатывается на них. С сервера № 1 при объеме t2 гб. входящей в него 

информации выходит 20t, а с сервера № 2 при объеме  

t2 гб. входящей в него информации выходит 21t гб. обработанной информации; 

25 < t < 55. Каков наибольший общий объем выходящей информации при общем 

объеме входящей информации в  

3 364 гб.? 
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3. ЕГЭ-2017. Пенсионный фонд владеет ценными бумагами, которые стоят 

10t тыс. рублей в конце года t (t = 1; 2; 3; ...). В конце любого года пенсионный 

фонд может продать ценные бумаги и положить деньги на счет в банке, при этом 
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в конце каждого следующего года сумма на счете будет увеличиваться в 1 + r 

раз. Пенсионный фонд хочет продать ценные бумаги в конце такого года, чтобы 

в конце двадцать пятого года сумма на его счете была наибольшей. Расчеты 

показали, что для этого ценные бумаги нужно продавать строго в конце 

одиннадцатого года. При каких положительных значениях r это возможно? 

Ответ: 1/11 < r < 1/10. 

4. (ФИПИ, ЕГЭ-2016). В двух шахтах добывают алюминий и никель. В 

первой шахте работают 20 шахтеров, каждый из которых трудится 5 часов в 

день. При этом один шахтер за час добывает 1 кг алюминия или 2 кг никеля. Во 

второй шахте работают 100 шахтеров, каждый из которых трудится 5 часов в 

день. При этом один шахтер за час добывает 2 кг алюминия или 1 кг никеля. 

Обе шахты поставляют добытый металл на завод, где для нужд 

промышленности производится сплав алюминия и никеля, в котором на 2 кг 

алюминия приходится 1 кг никеля. При этом шахты договариваются между 

собой вести добычу металлов так, чтобы завод мог произвести наибольшее 

количество сплава. Сколько килограммов сплава при таких условиях ежедневно 

сможет произвести завод? 

Решение. Пусть в первой шахте х чел ∙ час, а во второй шахте у чел ∙ час 

потрачены на добычу алюминия. Составим таблицу по данным задачи. 

Ответ: 1050 кг. 

5. (ЕГЭ-2015). Григорий является владельцем двух заводов в разных городах. 

На заводах производятся абсолютно одинаковые товары, но на заводе, 

расположенном во втором городе, используется более совершенное 

оборудование. В результате, если рабочие на заводе, расположенном в первом 

городе, трудятся суммарно t2 часов в неделю, то за эту неделю они производят 

 Алюминий Никель 

 Чел ∙ час Количество Чел ∙ час 

Количество 

Количество 

  металла, кг  металла, кг 
Шахта 

1 

х х 100 - х 2(100 - х) 

Шахта 

2 

у 2у 500 – y 500 - у 

Всего  х +2 у  700 -2х - у 
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3t единиц товара; если рабочие на заводе, расположенном во втором городе, 

трудятся суммарно t2 часов в неделю, то за эту неделю они производят 4t единиц 

товара. За каждый час работы (на каждом из заводов) Григорий платит рабочему 

500 рублей. Григорий готов выделять 5 000 000 рублей в неделю на оплату труда 

рабочих. Какое наибольшее количество единиц товара можно произвести за 

неделю на этих двух заводах? 

Решение. Пусть на первом заводе работают суммарно х2, а на втором – у2 

часов в неделю. Требуется найти максимум суммы S = 3х + 4у при условии 

500(х2 + у2) = 5 000 000; х2 + у2 = 10 000; x, y  [0; 100]. 

(*) 

1 способ. Выразим 
210000 xy   и максимизируем функцию 

21000043)( xxxf  , при условии x  [0; 100]. 

2 способ. Выразим из первого соотношения у = 4(S – 3х), подставим в (*), 

получим уравнение  

x2 + 16 ∙ (S – 3x)2 = 10 000. 

Ответ: 500. 

6. (ФИПИ, ЕГЭ-2016). В двух областях работают по 160 рабочих, каждый из 

которых готов трудиться по 5 часов в сутки на добыче алюминия или никеля. В 

первой области один рабочий за час добывает 0,1 кг алюминия или 0,3 кг никеля. 

Во второй области для добычи x кг алюминия в день требуется x2 человеко-часов 

труда, а для добычи у кг никеля в день требуется у2 человеко-часов труда. 

Для нужд промышленности можно использовать или алюминий, или никель, 

причём 1 кг алюминия можно заменить 1 кг никеля. Какую наибольшую массу 

металлов можно добыть в двух областях суммарно для нужд промышленности? 

Ответ:  280 кг. 

7. (ЕГЭ-2015) Владимир является владельцем двух заводов в разных 

городах. На заводах производятся абсолютно одинаковые товары, но на заводе, 

расположенном во втором городе, используется более совершенное 

оборудование. В результате, если рабочие на заводе, расположенном в первом 



49 

 

городе, трудятся суммарно t2 часов в неделю, то за эту неделю они производят 2t 

единиц товара; если рабочие на заводе, расположенном во втором городе, 

трудятся суммарно t2 часов в неделю, то за эту неделю они производят 5t единиц 

товара. 

За каждый час работы (на каждом из заводов) Владимир платит рабочему 

500 рублей. Владимиру нужно каждую неделю производить 580 единиц товара. 

Какую наименьшую сумму придется тратить еженедельно на оплату труда 

рабочих? 

8. Строительство нового завода стоит 78 млн рублей. Затраты на 

производство х тыс. ед. продукции на таком заводе равны 0,5х2 + 2x + 6 млн 

рублей в год. Если продукцию завода продать по цене р тыс. рублей за единицу, 

то прибыль фирмы (в млн рублей) за один год составит  

px – (0,5x2 + 2x + 6). Когда завод будет построен, фирма будет выпускать 

продукцию в таком количестве, чтобы прибыль была наибольшей. При каком 

наименьшем значении р строительство завода окупится не более, чем за 3 года? 

Ответ: 10 
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